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1. |ま  じ ダ〉に

片持梁や両端自由梁を用いた材料の共振周波数や損

失係数 (減衰比)の測定は材料の性質を知るための最
も重要な評価方法の一つである。試料の寸法と共振周

波数から弾性率 (ヤ ング率)が,共振の鋭さから損失
係数が求められる。この場合に通常用いられる方法

は,力に対する速度応答を測定して (又は加速度応答
から速度に変換して),そ れぞれの共振についてピー

クの周波数 (r.)と 3dB減衰する周波数 (■,ん)か
ら,η =“―■)/幌)に より損失係数を求めることが
行われる (半値幅法)D。 ところが,モ ー ビリティ
(速度/力 ,以下,等価電気回路による表現が中心とな
るのでアドミタンスと呼ぶ)の ピーク (共振)を利用
する代わりに,機械インピーダンス (力 /速度,以下
単にインピーダンスと呼ぶ)の ピーク (反共振)を用
いてlnIじ く半値幅法で損失係数を求めることが実際に

は行われる。この場合に,損失係数が仮に周波数に依
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存 しないような材料だとしても,共振 と反共振から得
られる損失係数が同じ値になるかという疑間が残る。

一方,損失がない場合の連続体の振動理論から,駆
動点のインピーダンスは質量 とばね定数からなる直列

共振系の並列接続 としてモデル化できることが知 られ

ている2)。 更に,理論や実験モー ド解析の分野では,
損失を考慮するために各共振に粘性抵抗を直列に挿入

する,いわゆるモー ド減衰の考え方を一般的に用い
る3)。 本論文では,こ のモデル化が正 しいと仮定 した
ときに,二つの隣接する共振における諸定数からその
間に発生する反共振の周波数 と損失係数の簡易推定方

法について述べる。また,共振での損失係数 と反共振
での損失係数との関係や,駆動点 と応答点を変えて損
失係数を求めるときの問題点についても検討する。

2.梁の駆動点インピーダンスの

電気回路による表現

梁のある点を駆動したときの駆動点インピーダンス

や伝達インピーダンスは解析的に求められ,図 1に
示すようにインダクタンス (質量 ,″ に対応)と キャ
パシタンス (ばね定数 力の逆数に対応)の直列接続
の共振系を並列接続した形で表現できることが知られ

ている2ヽ ただし,こ こでは粘性抵抗 (`ヽ)が各共振
の質量及びばね定数に対して直列に入るものと仮定し

て併せて示している。現在のモード解析手法における

損失の扱い方は基本的にこの考え方 (モード減衰)に
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なることが知られる。また,ア ドミタンスを測定する際の加振と応答点の位置を変えたときに瀬1定される損
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基づいている。

文献 2)に よれ ば,各共振 の等価質量 ′πnと 等価 ば
ね定数 n々は次式で与えられる。

れ イ β 卜
玄表

「

中
Σ  い )

こ こで,∬0は 長 さで正 規 化 した駆 動 点 の位 置

(0～ 1),ρ,S,′ はそれぞれ梁の密度,断面積,及
び長さである。 L(″ )は正規化固有関数 (基準関数 )

であり,片持梁の場合は

11(∬ )=(c()s飾 ″―cOSh“ 1″ )

―器升轄∬持にhぽ―dnh鈴→
(2)

両端自由の場合は

11(∬)=(cosの1∬ +cosh al″ )

十器g「≡震モ讐舞い鈴∬+」nh鈴→
(3)

で与えられる
4)。 この基準関数は直交性 を有 しンてお

り,2乗 して 0か ら1ま で積分 した ときの大 きさが 1
となるように正規化 している。鈴 は片持梁,両端 自
由梁についてそれぞれ

cos(α )cosh(α)=-1
及び

(4)

cos(α )cosh(α)=1             (5)
を満足する離散的な値であり,固有角周波数 ωnと の

図 1 連続系の等価電気Lnl路モデル
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関係は

鍋一γR/f
で与えられる (以下,特に断わらない限り,「角FHl波
数」を単に「周波数」として区別せずに呼ぶ)。 ここ

で,Pは 回転半径,Eは ヤング率,ρ は密度である。
(1)式が示すように,各共振の等価質量及び等価ば
ね定数は固有関数の駆動点における大きさの 2乗に反
比例する。また,等価質量は共振FnI波数に依存せず,
等価ばね定数は共振周波数の 2乗に比例する。
ここで,片持梁については先端で駆動するものと
し,すべての材料定数や形状を 1と仮定して単純化す
ると,等 lI質量,等価ばね定数,及 び共振周波数
(ふ)は次のように求められる (5次 モードまでを示
す)。

777n=025(kg)

力rl==3.09056,121381,961.657,3,65426,

9,986.05 (N/m)

メ1=0.5596,3.5069,98195,19_242,31809 (Hz)

両端自由梁については中央で加振するものとし,長
さは片持梁の 2倍 とし,そ の他の定数を同じにして等
価質量,等価ばね定数及び共振周波数を求めると次の
ようになる。

″ηn=2.0,13534,0.9886,10000,10000(kg)

力n=0.0,42.341,903.14,5,573.5,19,262.0 (N/m)

(8)

/n=0.0,08902,48106,11879,22.089(Hz)

ここで,両端自由梁の長さを 2倍にした理由は,そ の
反共振周波数が片持梁の対応するモー ドの共振周波数

と同じになるように意図したものである。また,(8)
式では剛体モードを 0次モー ド (共振周波数はゼロ)

として 4次の共振モー ドまでを示す。

なお, どのようなヤング率 と密度を持つ材料でも長
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図 2 片持梁 (左 ) 及び両端自由梁 (右 ) の振動モード
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さや厚みを調整 して,上記の共振周波数を持つような
試料を作ることができることを考えると,すべての材
料定数や形状を 1と 仮定 しても,理論的な検討を行う
上では問題ないことが分かる。

3.梁の振動 モー ド

(2)及 び(3)式で与えられる基準関数を 3次モー ド
まで示 しンた ものが図 2(左 :片持梁,右 :AIJ端 自由
梁)である。先端は常に 2の大きさを有している。両
端自由の場合は中央部の大きさが次数により異なり,

次数が高 くなると1414に近づく。損失係数演1定で強
制加振を行う位置 (片持梁の先端,両端自由の中央 )
での基準関数の値の正負は次数が一つ増すごとに反転
する。

4.ア ドミタンス特性

E_(左 :片持梁,右 :両端 自由梁)は図 1の等
価電気回路の 5次成分 (両端自由梁では 4次成分)ま
でと,2次成分までを考慮 したときの,駆動点の周波

25■

数応答関数 (ア ドミタンス)を計算 した結果である
(前者を実線,後者を点線で示す)。 なお,すべての共
振系の損失係数を 01と した。損失係数が 0.1程度で
あれば,片持梁,Di端自由梁 ともに,2次 までの回路
でもその帯域での共振や反共 llAの特性は良 く表されて
いる。片持梁の 1次共振周波数 (0.5596 Hz)と ,両
端自由のアドミタンス特性から求めた最初の反共振周
波数 (0.5591 Hz)|ま 十分な精度で一致 している。同
様なことが,それぞれの 2次の共振 と反共振について
も言える。結論 として,損失がさほど大きくない場合
には,両端自由の反共振周波数は 1/2の長さを持つ片
持梁の対応する共振周波数と一致する, と言える。

5.反共振 におけ る振 動姿態

図 4(左 )は片持梁について,損失係数が 0.1の場合
に,5次成分 (両端自由梁では 4次成分)ま で考慮 し
た等価電気回路から反共振周波数を求め,その周波数
(2 451 Hz)と 前後 二 つ の周 波 数 (2.20611z及 び
2 697 Hz)で の先端加振での強制加振の振動姿態

1          l freqttency l°

(右)のア ドミタンス特`性
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図 3 片持梁 (左)及び両端自由梁
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(変位の絶対値)を示したものである。反共振周波数
で駆動点での振幅は,損失があるので振動は完全にゼ
ロになることはないが,先端が小 さな値 となってい

る。

同様に,図 4(右 )に両端自由梁について損失係数が

0.1の場合に,反共振周波数 (0 5591 Hz)と その前

後の周波数 (0.3919 Hz及び 0 7975 Hz)で の強制加

振時の振動姿態を示す。片持梁 (先端加振)の共振で

は支持部は常にゼロの変位を持つが,両端自由梁 (中

央加振)の場合の反共振では損失が完全にゼロでない

限り加振部の振幅がゼロとはならないので,両端自由

梁の片側だけを見ても,二つの振動姿態が完全に一致

することはない。

6.共振モデルの諸定数から反共振周波数

及び反共振周波数での損失係数を推定

する方法

隣接する共振の間の反共振について検討するため,

図 1の並列回路のうち,該当する二つの共振系から

なる等価回路を考える (便利さのため,それらを 1次

及び 2次共振と呼ぶことにする)。 まず,隣接する共

振の間の周波数では,1次の共振系は質量性 (虚数部
が正),2次の共振はばね性 (虚数部が負)と なるの

で,そ れぞれの共振系の虚数部が等しくなる周波数と

して,反共振周波数 ω12を推定するものとする。
ω12認 1~力 1/ω曖=力2/ω 12~ω 12/」 22

軌2=7硼
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(10)式 で与えられる共振周波数がどの程度真値に近

いかを,片持梁について二つの共振の損失係数を変え
て検討 を行 った。 (7)式 の定数に適用すると2.511

Hzと なる。一方,真値 と見なす反共振周波数 は,

図 1で 5次 までの共振を考慮 した回路のインピーダン

スを数値的に計算 して,それが最大 となる周波数 とし

て 求 め た。そポしら は,2.457 Hz(η =005),2451
Hz(η =0.1),2.436 Hz(η =02)と なる。 (10)式 に
よる推定値 との差は,損失係数が 0.2の場合でも3%

程度 しかないことを考えると,隣接する共振の間にあ
る反共振周波数を推澳1する上で (10)式 はかなりよい推

定値を与えることが分かる。片持梁の場合は,解1=
解2と いう関係 を用いて

2ω 122=ω 12+ω 22

という関イ系が得られる。

(11)

損失係数に関 しては,図 1の並列回路のうち,二
つの共振系が作るループの全質量,全ばね定数,全粘

性抵抗から

(12)

で損失係数を求めるものとする。この仮定は,(10)式

がループの全質量 と全ばね定数の比で反共振周波数が

決まることを示しており,全粘性抵抗 もそれらに直列
に入ることにより損失係数が決められる, との考えに

基づいている。

片持梁で二つの共振 (1次及び 2次)の損失係数を

ともに 01と して反共振での損失係数を(12)式 で求め
ると,0_081と なる。一方,図 2で 5次までの共振回
路の損失係数をすべて 0.1と して最初の反共振での損

失係数を半値幅法で求めると0.079と なる。これは極

めて近い値であり,(12)式 は精度の高い予測値を与え

ることを示している。二つの共振での損失係数をとも

に 0.1と しているにも係わらず,反共振の損失係数が

低下する理由は,2次共振の諸定数が 1次共振の諸定
数に対 して比例関係にない (質量は一定で,ばね定数
だけが増大する)こ とである。隣接する二つの共振の

損失係数が同じであればその間にある反共振での損失

係数は共振のそれよりも必ず小さな値になる。両端自

由梁の場合でも同様のことが言える。

以上の結果から,図 1の モデルが正 しいものとす
ると,共振での損失係数 と反共振での損失係数は一般

的に異なるものである, と言える。要するに,共振で

求めた損失係数 と反共振で求めた損失係数は区別して

扱う必要がある, ということになる。

7.二つの隣接す る共振 とその間の

反共振での損失係数の関係

共振系の損失係数も含めてモデルの諸定数が決まれ

ば,横軸を周波数 (対数),縦軸を損失係数 (対数)
としてグラフ表示したときに,反共振での損失係数

(a2)が ηlと η2を結ぶ直線上にあるかどうかの判定

ができる。図 5(左 )は片持梁の 1次及び 2次共振での

損失係数を005及 び 031(=005× 周波数比)と し
たときの反共振での損失係数を(12)式で推定した結果

と併せて示したグラフである。二つの損失係数が直線

上に乗っている。図 5(右 )は両端自由梁について,2
次共振 (最初の共振)で の損失係数を0,05と し,3
次の共振を3段階で変えたときの損失係数を反共振で

のそれを含めて示したグラフである。損失係数の比が

共振周波数の比 (=54)に 等 しい場合に二つの損失
係数がほぼ直線上にある。片持梁でも両端自由梁でも

η2=ηl× (ω2/ω l)の関係にあるときに三つの損失係数

が直線上にある。

η=砺場続

(9)

(1())
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8.駆動点 と応答点 を変 えた ときの損失係数

損失係数演1定の際に駆動点と応答点を変えて評価す

ることもときには行われる。しかしながら,馬区動点と

応答点が異なる伝達アドミタンス特性は,駆動点アド
ミタンス特性と大きな差がある。ここでは,応答点を
変えてアドミタンス特性を計算し,それから得られる

損失係数に差があるかどうかを検討する。

結果を図 6に示す。片持梁の場合は駆動点を先端

(1.0)と し,応答点を0.1,o5及 び 1.0と した。相
反性から,駆動点と応答点を入れ替えても伝達アドミ
タンス特性は変わらないので,駆動点を0.1,0.5及
び 10と し,応答点を先端にした場合と同じ条件であ
る。両端自由梁の場合は,駆動点を0.5と し,応答点
を0.5(中 央),075及び 1.0と した。なお,図 6に
おいて,例えば,α―ι (α,ι は数字)と ある表記の
α及びιは,それぞれ梁の駆動点,及び応答点の座標
を示している。

片持梁で五つのモードの損失係数を01と し,2次

共振での損失係数を求めると,100.1と 1.01.oの
両方の場合につき,期待される 0.1に 近い損失係数を
与える。 ところが,損失係数を 0.3と すると,それぞ
れ 0.32と 0.30と いう値になり,駆動点と応答点が異
なると大きな損失係数を与える結果となっている。片

持梁の支持部に近い位置で駆動 し,先端で応答を涸1定
して損失係数を求めるということも実際に行われるこ

とがあるが,駆動点アドミタンスと異なり,反共振の
谷がなくなってそこが持ち上がった分だけ,半値幅法
で求める損失係数が大きくなるという現象が起 きて実

際以上の大きな損失係数を与える可能性があることを

不している。

9。 ま と め

梁などの連続体の振動は,理論的に電気回路の素子
であるインダクタンスとコンデンサの直列共振回路が

無数に並列接続された回路で表現できる。損失は各共

振系にモード減衰として直列に加えられると仮定する

と,共振でのパラメータが分かれば反共振の周波数や
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損失係数を知 ることも可能である。その場合の簡易な  密な実験で確認 してい く必要がある。 ここで述べた結
推定方法を示 した。その結果から,二つの隣接する共  論は,損失を合めた振動のモデル化を行 う際の基本的
振の損失係数が同じ値 (周波数依存性がない場合)で  な考え方 として役立つ と思われる。
も,反共振での損失係数はそれ らと異なる値 になるこ
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